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Sistemas de Referencia No Inerciales

Hasta ahora se vieron situaciones descriptas desde sistemas en reposo o con MRU
“respecto a un sistema que consideramos fijo”. Pero, ;cOmo modelizamos si deseamos
realizar la descripcion del movimiento desde un sistema acelerado? Dicho de otra
forma, si el sistema mdvil se acelera no resulta un sistema equivalente a otro que
consideramos fijo a Tierra. En estos sistemas acelerados, entonces, no se cumplirian
las leyes de Newton. Veamos un ejemplo.

Supongamos una barra de hielo B apoyada sobre un camién C. El camidn parte del
reposo Yy acelera con una aceleracion a respecto de Tierra
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Figura 1

Colocamos la barra de hielo de modo que la fuerza de rozamiento entre la barra y el
camion sea despreciable. Hagamos un DCL de la barra de hielo respecto a un sistema
fijo a Tierra poniendo de manifiesto todas las interacciones que se ejercen sobre ella.
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Figura 2
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Las unicas interacciones de la barra son el peso, cuyo par de interaccion esta en el
centro de la Tierra, y la reaccion de vinculo con el piso del camion que en este caso la
[lamamos normal y tiene su par en la superficie del camion.

-

Si aplicamos la segunda ley fundamental de la dindmica: Z?zlﬁ =ma
Proyectando en los ejes X e Y:

x)0=0

yYN—P=0

De acuerdo con estas ecuaciones la barra de hielo permanece en reposo. Es decir, el
camion se acelera hacia la derecha y la barra se queda en el lugar. Cuando se termina
el camion la barra cae al piso. Este analisis es correcto.

Veamos ahora qué pasa si hacemos un andlisis similar “para un sistema de referencia
fijo en el camion.”
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Figura 3

Sobre la barra de hielo no se ejercen mas que dos interacciones, las mismas que antes.
Sin embargo como el sistema movil se acelera hacia la derecha, respecto de dicho
sistema la barra se acelera hacia la izquierda. EI movimiento de la barra es el que le
veriamos realizar si nos subimos al camién. De hecho podriamos medir desde el
camion la aceleracion de la barra y mediriamos una aceleracion igual a la del camion,
pero hacia la izquierda.

Para el observador acelerado no se cumple el Principio de Inercia, porque observaria
que la barra se acelera “sola”, por ello “agrega” la fuerza ficticia como un recurso para
salvar la situacion. Podemos decir que para que se cumpla una expresion equivalente
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a la segunda ley de Newton agregamos una fuerza F* . De este modo el sistema de
ecuaciones Y., F, =mad tiene ahora el siguiente significado:

Y Fu+D> F*=ma
Donde > F,, representa las fuerzas de interaccion y > F*las denominadas “fuerzas

ficticias”, “fuerzas de inercia” o “pseudofuerzas”. Y @ es la aceleracion medida

desde el SNI, es decir, desde el sistema de referencia que se encuentra acelerado
respecto de Tierra.

En el sistema x'y':
x)—F"=-mad
yIYN—-P=0

La fuerza F* no es una fuerza newtoniana. No tiene por origen una interaccion (no
tiene par de interaccion) y no existe en todos los sistemas de referencia. Por esta razon
la denominamaos fuerza ficticia. Solo aparece en los sistemas acelerados. Se opone a la
aceleracion del sistema mavil (que llamamos aceleracion de arrastre) y su valor es la
masa del cuerpo por la aceleracion del sistema movil.

La expresion vectorial es:
=S
Z F*= masist

Donde &t es la aceleracion del sistema de referencia no inercial respecto de un

sistema fijo a Tierra, la que no debe confundirse con la aceleracion individual de cada
particula. En nuestro caso:

x") —mags = —ma

De donde ag;,; = a’. En nuestro ejemplo, el mddulo de la aceleracion relativa de la
barra de hielo, es igual al médulo de la aceleracion del sistema movil.

A los sistemas de referencia fijos a Tierra o que se mueven a velocidad constante
respecto a Tierra (sistemas equivalentes para la ley de inercia newtoniana) los
llamaremos: “Sistemas Inerciales” y en ellos se cumplen las leyes de Newton.

Los sistemas acelerados respecto a Tierra los llamaremos:
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“Sistemas No Inerciales”.

En estos sistemas, para escribir las ecuaciones dinamicas, tenemos que agregar a cada
uno de los puntos materiales que formen parte del sistema, una fuerza que llamaremos
fuerza ficticia, opuesta a la aceleracién del sistema de referencia no inercial respecto a
Tierra, y cuyo médulo es el producto de la masa del cuerpo puntual multiplicada por el
mdédulo de dicha aceleracién. Fuerza ficticia se puede entender como sinénimo de
fuerza de inercia o pseudofuerza en la bibliografia.

Observemos que si en el camidn de nuestro ejemplo, hay dos barras de hielo de masas
distintas, las fuerzas de inercia o fuerzas ficticias son distintas en cada barra de hielo,
ya que dependen de la masa de cada particula.

Pregunta 1: ¢Un sistema de referencia fijo a Tierra es realmente un sistema inercial
(Sh)?

Respuesta 1: No, porque la Tierra esta acelerada al girar sobre su propio eje y en torno
al Sol.

Pregunta 2: Entonces, ¢por qué en el problema anterior tomamos el sistema fijo a
Tierra como si fuese inercial?

Respuesta 2: Porque para ambos movimientos la aceleracion de la Tierra es muy
pequefia (como para tener un orden de magnitud, un cuerpo en la superficie de la
Tierra que se encuentre a la latitud del ecuador tendria una fuerza ficticia de modulo
aproximadamente del 0,3% de su peso)

Veamos otros ejemplos:

a) Caso de un péndulo ideal:

Sea un péndulo ideal que se aparta de su posicion de equilibrio estatico un angulo a y
se lo deja oscilar. Vamos a encontrar la aceleracion de la lenteja del péndulo cuando
pasa por una posicion intermedia de abertura angular . Posicion que denominamos 2
en la figura.
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Figura 4

Analicemos la aceleracidn del péndulo cuando pasa por esta posicién desde un sistema
de referencia inercial, pero, intrinseco. El eje normal coincide con la direccion radial
del hilo y, el eje tangencial tiene la direccién y el sentido del vector velocidad.

Las Unicas interacciones del péndulo son el peso y la tension del hilo. Escribimos la
segunda ley de Newton:

n
=4 -
i=1

y la aplicamos a nuestro DCL

n)T—Pcosf =ma,

2

%4
Donde a,, = -

(v es la velocidad en este instante y L la longitud del hilo supuesta la lenteja puntual)
t)Psenf =ma;
Donde a; =y L

(y es la aceleracion angular)

Figura 5
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Si ahora queremos plantear el problema desde un sistema no inercial fijo a la lenteja
del péndulo el sistema tendrd dos componentes de aceleracion conocidas: una
componente normal y una componente tangencial. Por esta razén vamos a tener que
agregar dos fuerzas ficticias una que denominamos F,; en la direccion radial opuesta a
la aceleracion normal, de médulo m a,,, Y otra opuesta a la aceleracidn tangencial del
sistema de referencia denominada F; y cuyo médulo serd m a;.

Las ecuaciones en este caso resultan:
n)T —Pcosf —F; =0

y en la direccion tangencial:
t)yPsenf —Ff =0

El significado de estas ecuaciones es que el péndulo se encuentra en reposo para este
sistema movil colocado sobre él. Si comparamos ambos sistemas vemos que
encontraremos los mismos resultados.

Observacion: cuando se plantean las ecuaciones desde un sistema inercial (SI)) y
desde un sistema no inercial (SNI) el sistema de ecuaciones obtenido es finalmente el
mismo, a menos de algunos pasajes de términos. Surge entonces la pregunta de qué
sentido tiene haber desarrollado el concepto de SNI, si finalmente, con un planteo mas
complejo, se llega al mismo sistema de ecuaciones que desde el SI. La respuesta es
que existen numerosas situaciones, por ejemplo las vinculadas a la fisica de la
atmosfera, en donde no puede despreciarse la rotacion de la tierra, y es mucho mas
sencillo trabajar con un sistema de referencia fijo a la tierra, y que es por lo tanto un
SNI. Los ingenieros que trabajan en comunicaciones satelitales, por ejemplo, tienen
gue hacer eso.

b) Péndulo en el techo de un carrito:

O @) ()
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Figura 6

Si el carrito esta en reposo 0 se mueve a velocidad constante, el péndulo permanece en
su posicion de equilibrio estable. En cambio, si el carrito se acelera con aceleracion a
constante hacia la derecha, el péndulo permanece en reposo respecto del carrito. El
hilo se mantiene formando un angulo a con la vertical como se indica en la figura 6.

Analicemos la justificacion de esta situacidn desde un sistema XY (SI) fijo a Tierra 'y
luego desde un sistema X’Y’ (SNI) fijo al carrito.

‘I"”
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Figura7
En el Sistema Inercial (SlI) fijo a Tierra escribimos:
x)Tsena=ma
y)Tcosa—P =0

Esto significa que la lenteja del pendulo se acelera sdlo en la direccion horizontal con
una aceleracion igual a la del carrito (se mueve solidaria con el carrito).

En el Sistema No Inercial (SNI) fijo al carrito escribimos:

xX)YTsena— F*=0

y)YT cosa—P =0

Esto significa que la lenteja del péndulo permanece en reposo respecto al carrito.

Tenemos entonces dos maneras distintas de plantear el mismo problema. Tengamos en
cuenta que en los sistemas acelerados agregamos las fuerzas ficticias (también
llamadas de inercia) y la aceleracion que medimos es la “relativa” en esos sistemas.

Sugerimos que intente despejar el angulo a desde las ecuaciones de ambos sistemas de
referencia, y necesariamente se dara cuenta que en ambos casos llega a la misma
solucion.
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Situacion problematica: a) pensemos qué observaria un sefior que plantea el problema
de la lenteja del péndulo desde un Sl si se cortase el hilo. Nos daremos cuenta que la
lenteja en el lapso que comienza cuando se corta el hilo realiza un tiro horizontal y
este observador ve que realiza una trayectoria parabdlica, ¢puede escribir las
ecuaciones horarias de este movimiento para el SI?

b) pensemos ahora qué observaria un sefior que plantea el problema de la lenteja del
péndulo desde el SNI indicado si se cortase el hilo. Nos daremos cuenta que la lenteja
en el lapso que comienza cuando se corta el hilo realiza un tiro horizontal, ahora el
movimiento horizontal esta acelerado, pues hay una aceleracion relativa respecto del
SNI que tiene una componente horizontal y otra vertical, y este observador ve que
realiza una trayectoria rectilinea, ¢puede escribir las ecuaciones horarias de este
movimiento para el SNI?

Veamos otro ejemplo:

¢)_Un carrito con un sistema de cuerpos en su techo como muestra la figura 8:

g
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O )

Figura 8

Dadas las masas de A y de B, sabiendo que en las superficies hay una rugosidad
uniforme de coeficientes de rozamiento estatico y dinamico p, y g respectivamente.
La polea es de masa despreciable y el hilo es inextensible y de masa despreciable.
Encontrar:

a) el rango de aceleraciones del carrito amin Y amax dentro de los cuales el sistema A, B
se mueve solidario al mismo,
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s

b) si ahora la aceleracion del carrito es igual a amin/2 0 2ama encontrar las
aceleraciones de Ay de B respecto a Tierra en ambos casos.

En la primera parte del problema, como los cuerpos A 'y B se mueven solidarios con el
carrito, se puede resolver indistintamente y con la misma dificultad desde un sistema
fijo a Tierra o desde un SNI fijo al carrito. Vamos a plantearlo desde ambos sistemas a
efectos de asentar los conceptos.

Si la aceleracion del carrito es pequefia, el sistema tendera a moverse como cuando el
carrito estd quieto. El cuerpo A tiende a moverse hacia la derecha respecto del carrito
y el cuerpo B tiende a caer. Por eso la fuerza de rozamiento puesta en evidencia sobre
el cuerpo A es hacia la izquierda y sobre el cuerpo B hacia arriba. Como queremos
encontrar la aceleracion minima estamos en un caso limite y las fuerzas de rozamiento
son las estaticas maximas. Los DCL para un sistema fijo a Tierra son entonces:

Az A A
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Figura 9

Escribamos entonces la segunda ley de Newton ¥, F, =m.d

Las ecuaciones escalares que surgen de la proyeccion de las fuerzas en el SI XY son:
)T —fr,=m,a

N, =mya

Y)Ng—F =0

T+ fr,—P,=0

que aplicadas al caso de la amin:
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X) T = po Py = Mg Qi
Ny = my apin

Y) No = Fq

T + po mpamin — P, =0

Ecuaciones en las cuales queda de manifiesto que ambos cuerpos se mueven
horizontalmente con la misma aceleracion que el carrito.

De todo lo anterior resulta que:

(mp, — uemy) g .
ma + Ko mb

= —
Amin =

Para el planteo de las ecuaciones desde un SNI agregamos en ambos cuerpos las
fuerzas ficticias F; en modulo igual a |F;| = m, anin Y F5 en médulo igual a
|Fy | = my, anin, Pero, los resultados numeéricos no cambian:

xVT—fr,—E; =0

N, —F; =0

y,) N,—F, =0

T+ fr,—P,=0

El cambio conceptual es que en este caso respecto del carrito ambos cuerpos
permanecen en reposo. Justamente las aceleraciones que se miden en ambos sistemas
no son las mismas.

Si el carrito aumenta su aceleracion, el sistema constituido por los cuerpos A 'y B
comienza a deslizar sobre el carrito. En realidad lo que sucede es que la fuerza de
rozamiento estatica no es suficiente para que los cuerpos se muevan solidarios con el
carrito. En el caso limite se obtiene la amax.
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Figura 10

Las unicas fuerzas que cambian de sentido y por eso de signo son las fuerzas de
rozamiento estatico maximo.

Si obramos igual que antes obtenemos:

C_l)max — (mb + Ho ma) ) ?
Mg — Uo My

Si la aceleracion del carrito es mayor o menor al rango de aceleraciones en las que los
cuerpos A 'y B se mueven solidarios con él, hay un movimiento relativo de ese sistema
respecto del carrito. Es en estos casos cuando se hace conveniente utilizar un SNI para
asegurarnos de proceder correctamente. En este caso no estamos seguros de cual es la
aceleracion de A o la aceleracion de B respecto de Tierra. Pero, estamos seguros que
relativo al carrito el sistema se mueve con la misma aceleracion relativa en médulo
impuesta por el vinculo. Si la aceleracion del carrito es menor a la minima, A se
acelerard hacia la derecha y B hacia abajo. De manera similar a cuando el carrito
estaba en reposo. Pero, si el carrito acelera con valor mayor a la maxima, el cuerpo A
se acelerara a la izquierda y el cuerpo B subira aceleradamente respecto al carrito.

Tomaremos este Gltimo caso como para mostrar la solucién desde el SIN.
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Figura 11

Los DCL son los mismos que para amax Ya que las interacciones son las mismas pero
en este caso el sistema A y B “trepa” sobre el carrito. La diferencia ahora es la
condicién de movimiento porque tenemos un movimiento relativo al SNI. Ahora
nuestras ecuaciones son:

XVFE; —T—fr,=—-mg,ad
F;—Nb=0
YI)Ng— P =0
T—frb—Pb=—mba’

Donde a’ es la aceleracion relativa al carrito y a la aceleracion del carrito.
Reemplazando en este caso:

a=2anay

fra = toma g

fro = uo (Fy —my a)
Fy =ma2 amax

Fy = my2 anay

Segun las ecuaciones planteadas, respecto a un sistema de coordenadas fijo al carrito,
el cuerpo A se mueve aceleradamente en la direccion horizontal hacia la izquierda
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con aceleracion relativa de modulo a’ y el cuerpo B se mueve hacia arriba con el
mismo modulo a’ hacia arriba.

Operando con las ecuaciones planteadas encontramos:

a = (Mmp+uoma)g
me+mp

Como la aceleracion de arrastre del carrito es:

- (mp+uom n
G = 2 Motkoma)g 5
Mag—HUoMp

Entonces, la aceleracion del cuerpo A respecto de Tierra es:

> [, mptuemg)g (mptuemg)g] 4
a, = |2 — l
Mmag—UoMp met+myp

El cuerpo B en cambio tiene dos componentes. Tiene la aceleracion de arrastre en la
horizontal y la relativa hacia arriba en la vertical:

- (mp+uomag)g 4 (mp+uomeg)g
ag = 22— ==
Mag—UoMp Mmgt+mp

Les proponemos que calculen las aceleraciones de Ay B cuando el carrito tiene una
aceleracion igual a la mitad de la minima:

10m =~ poma) g
2 Mg + U My

a=

Observacion: vamos a unir lo visto en SNI con la adicién de aceleraciones que vimos
antes. Vimos que siempre y cuando el sistema movil solo se traslade respecto del

sistema fijo a Tierra: @ = d, + d

Donde:

a: aceleracion respecto a Tierra.

d,: aceleracion del sistema mavil respecto de Tierra.
a’: aceleracion relativa al sistema movil.

Si pasamos de término:
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Si esta igualdad la multiplicamos por la masa del cuerpo:

—_—

ma—md, =ma'
Perom d = Y, F corresponde al Principio de Masa.

Analogamente m d, = Y, f* es la suma de las fuerzas inerciales que debemos agregar
en los sistemas acelerados.

Podemos entonces expresar una ecuacion “equivalente” al Principio de Masa para todo
sistema de coordenadas:

YE+Yf=md

Observacion: como las fuerzas ficticias no tienen par de interaccion, no podemos
decir que los Principios de Newton se generalizan para un SNI.

Recordemos que a es el vector aceleracion relativa del punto material que puede ser
diferente para cada SNI que decidamos utilizar.
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